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J. Phys. A: Math. Gen. 13 (1980) 3605-3617. Printed in Great Britain 

Technique Sturmienne pour le spectre discret de l’equation 
de Schroedinger 

J P Gazeau 
Laboratoire de Chimie Physique,? 1 1 ,  rue Pierre et Marie Curie, F 75231 Paris Cedex 05, 
France 

Recu le 7 janvier 1980, en forme d6finitive le 29 ftvrier 1980 

Resume. On associe ?i l’optrateur de Schroedinger H = p Z / 2 m  + V un op6rateur compact 
autoadjoint A[( - 2mE)’”] paramttris6 par 1’6nergie E < 0. En imposant que toute valeur 
propre de A soit tgale Q l’unitt, on obtient formellement le spectre discret de H. La 
dttermination effective de celui-ci s’accomplit au moyen de l’approximation de A par des 
matrices finies hermitiennes, calcultes dans la base dite ‘Coulombienne Sturmienne’. 

Cette mtthode est illustree par quelques exemples d6ji trait& (potentiel de Yukawa, 
potentiels - I - - ,  0 < a < 2, potentiels i plusieurs centres), et certaines extensions sont 
envisagies. 

Abstract. We associate a compact self-adjoint operator A[( - 2mE)”*], parametrised by 
the energy E < 0, with the Schroedinger operator H = pZ/2m + V. By setting all eigen- 
values of A equal to unity, the discrete spectrum of H is obtained formally. It is determined 
by means of the approximation of A using finite hermitian matrices which are calculated in 
the so-called Coulomb Sturmian basis. 

The method is illustrated by a few examples previously reported (Yukawa potential, 
( -  potentials, 0 < a < 2, multiple-centre potentials) and possible extensions are 
discussed. 

1. Introduction 

La technique Sturmienne a pour but la dktermination du spectre discret de 1’Hamil- 
tonien d’une particule dont 1’Cnergie potentielle V doit satisfaire B certaines conditions 
de ‘petitesse’ par comparaison avec 1’Cnergie cinktique p2/2m. Elle s’appuie essen- 
tiellement sur le fait que I’opCrateur A ( E )  = (p2/2m -E)-’ V est compact lorsque ces 
conditions sont rCalisCes (Schwinger 1961, Scadron et a1 1964). Elle consiste B 
approcher A@) par des matrices Af(E) de rang fini f, calculCes par rapport B une base 
convenablement choisie, et B considCrer le spectre en Cnergie comme limite, pour f 
tendant vers l’infini, des racines en E des Cquations: 

det[l-  Af(E)] = 0. 

Cette approche, pourtant simple, et trks efficace dans la plupart des cas, semble mal 
connue ou rarement mise en pratique, malgrt certaines publications dont nous 
signalons les plus rtcentes (Bang et Gareev 1978, Monkhorst et  Jeriorski 1979). 

‘I Laboratoire ‘Matitre et Rayonnement’ associt au Centre National de la Recherche Scientifique. 
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L’objet de ce travail est de prtsenter la technique Sturmienne sous un angle 
particulier et avec un certain ‘parti pris’. Tout d’abord, nous rendons symktrique 
I’opCrateur A ( E )  et le considCrons comme fonction du parambtre p o  = (-  2mE)’”, de 
prCfCrence A E. Nous prCcisons la validit6 de la technique compte tenu du potentiel V. 
Le ‘parti pris’ est ‘Coulombien’, donc unifiant, en ce sens que nous faisons usage 
exclusivement de la base Coulombienne Sturmienne (Epstein 1926, Rotenberg 1962) 
que1 que soit le potentiel V CtudiC. La raison en est simple. Le potentiel Coulombien 
est le seul pour 1equell’Cquation Sturmienne correspondante est complbtement soluble 
en termes d’expressions analytiques bien connues (polyn6mes de Laguerre, 
harmoniques sphCriques, etc), m6me si on lui ajoute un potentiel proportionnel A r-’. 

Nous faisons ensuite rCfCrence un certain nombre de travaux publiCs rkcemment, 
dbmontrant 1’efficacitC de la mCthode. 

Les deux derniers paragraphes de l’article sont pour leurs parts consacrCs A des 
extensions, exigeant certaines modifications: les potentiels se comportant A l’origine 
comme r f2 ,  les potentiels de confinement, 1’opCrateur de Schroedinger pour n parti- 
cules, n 2 2. Ces extensions constituent un apport que nous croyons original et peuvent 
6tre immkdiatement exploitables. 

2. Operateur ‘Sturmien’ A( p o )  

L’Cquation de Schroedinger pour les Ctats liCs d’une particule de masse m en interaction 
avec un champ extCrieur V(r),  s’Ccrit aprbs introduction du parambtre ‘impulsion liCe’ 
po=(-2mE)1/2:  

(p :+p2+2mV)$=0.  (1) 

A 1’Cquation ci dessus est formellement Cquivalente celle qui suit: 

[ I  + ( p ~ + p 2 ) - 1 ’ 2 2 m V ( p i + p 2 ) - 1 ’ 2 ] ( p ~ + p 2 ) 1 / 2 $  = 0.  

La racine carrCe de ( p i  + p’ )  se coqoi t  aisCment du fait de la stricte positivitC de cet 

Nous dksignerons par A(  p o )  l’opbrateur, symCtrique, fonction du parambtre p o :  
opCrateur pour p o  riel  > 0. 

et nous dCfinirons une nouvelle fonction 4 : 

de telle sorte que 1’Cquation (2) reprCsente une Cquation aux valeurs propres parti- 
culibre pour A ( p o ) :  

celle pour laquelle on impose la condition de ‘quantification’ de 1’Cnergie: 
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Les racines positives en p o  de 1’Cquation (6) doivent fournir les Cnergies des Ctats liCs 
correspondant h 1’6quation (1). 

L’Cquivalence de l’tquation (1) avec les Cquations (5) et (6) dCpend Cvidemment de 
l’interaction V en tant qu’opkrateur de multiplication dans I’espace de Hilbert L2(R3) = 
X des fonctions de carre intCgrable $. 

Le minimum que l’on doive exiger de ce dernier est qu’il possbde la propriCt6 
‘ R  + L:’, c’est-h-dire qu’il satisfasse h l’exigence suivante: 

V E > O ,  v = VI, + VZE 

et VI, obCit h la condition de Rollnik (Schwinger 1961, Simon 1971b): 

oii sup 1 VzE(r)l < e, 
lrl 

exigence des plus raisonnables du point de vue de la Physique. A titre d’indication, les 
potentiels centraux rFa, 0 < a < 2 ,  appartiennent h la classe R + L?. 

3. Compacite et approximation par operateurs de rang fini 

Pour des interactions V de la classe R + L? nous avons Q notre disposition le rCsultat 
suivant (Simon 1971a, ch 111) qui valide la transformation de 1’Cquation de Schroe- 
dinger (1) en les Cquations (5) et (6)’ opCration que nous intitulerons technique 
‘Sturmienne’. 

Nous dCsignerons par Q[p’ + 11 l’espace des vecteurs I// tels que: 

J dp 14(p)12(pz + +a, 

oc $ ( p )  est la transformke de Fourier de $(r). 

Proposition 1.  Soit V un potentiel possCdant la propriCtC K + L?. Alors $ E Q [ p 2  + 13 
satisfait h 1’Cquation de Schroedinger ( H  - E ) $  = 0, E < 0, si et seulement si 

= (J2po)-’(p;+p2)1/2$ 

appartient h Yt et satisfait h l’bquation Sturmienne: 

Soit aq(po)  une valeur propre de A(po) et & un vecteur propre correspondant. 
Alors si ( -  V) dCfinit un opCrateur positif, il existe une et seulement une solution rCelle 
positive poq  B 1’Cquation a q ( p o )  = 1 (Schwinger 1961). 

Et un vecteur d’Ctat liC Gmq correspondant h & peut Ctre obtenu par l’tquation (4) 
en imposant h ce dernier d’avoir la norme: 

Ilcp;, +p2)-1/2~qll = U J i P o q .  (8) 

Comme V possbde la propriCtC R+L?, I’opCrateur A(po) a l’bltgance d’Ctre 
compact (Simon 1971b) et analytique comme fonction h valeur opCrateurs de la 
variable p o  dans le demi-plan complexe ouvert D = { p o  E C, Re p o  > O}. Nous pouvons 
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en consCquence tirer profit du thCorbme d’analyticitk de Fredholm (Reed et Simon 
1978): 

Proposition 2. La compacitC de I’opCrateur A(  po)  entraine l’alternative suivante: soit 
[I - A(p0)l-l n’existe pour aucun p o  E D, soit [ I  - A(po)]-’ existe pour tout p o  E D - S,  
05 S est un sous-ensemble discret de D, auquel cas [ I  - A( pO)]- ’  est mCromorphe dans 
D, analytique dans D - S,  les rCsidus aux p6les Ctant des optrateurs de rang fini. E t  si 
p 0 €  S ,  A(po)+ = 4 a une solution non nulle dans %’. 

L’ensemble discret S est en correspondance biunivoque avec celui constituC des 
Cnergies des Ctats liCs. 

D’autre part, l’essence d’un opCrateur compact rCside dans le fait qu’il est limite en 
norme d’une suite d’opkrateurs de rang fini. Ainsi, I’opCrateur A(  po) ,  compact 
autoadjoint pour po>O,  peut Otre approchC en norme par une suite de matrices 
hermitiennes de rang croissant f :  A f ( p o ) ,  dCfinies par: 

(Af(Po)),,, = (4w A(Po)4,,) (9) 
05 {4 , }  est une certaine base orthonormke dans L2(R3).  Et les ClCments de S sont 
approchCs avec une prCcision arbitraire par les racines rCelles en po  ‘de la suite 
d’kquations sCculaires: 

det[S,,,- (Af(po)),,,1 = 0 l S p , p ’ = s f ,  1cf< +a, (10) 

chaque augmentation du rang f faisant apparaitre de nouvelles racines localis6es dans 
un certain voisinage de zCro. 

L’approche numCrique consistera donc & Ctudier la convergence des suites de 
racines {pbfd} des Cquations (10) au besoin en utilisant de puissantes mCthodes 
d’accCICration de la convergence (Brezinski 1977, ch 111). 

Par la mgme occasion, il sera possible de calculer les coordonnCes C’,(pbfd) des 
vecteurs propres 4: des opCrateurs Af(pbfd), correspondant & la valeur propre 1, 
exprimCs dans la base {4,}, compte tenu de la contrainte (8). Les vecteurs d’Ctat y j L g  
qui sont dCduits de 1’Cquation (4) ne forment gCnCralement pas un ensemble ortho- 
gonal, pour un f donnC. Toutefois ces fonctions sont ‘quasi-orthogonales’ au sens 
suivant: 

4. Le ‘bon choix’ de la base: la base Coulombienne Sturmienne 

I1 reste & stlectionner une base {h} aisCment manipulable dans I’exCcution des calculs 
correspondant & un Cchantillonage variC d’interactions V. I1 semble & I’expCrience que 
la base ‘Coulombienne Sturmienne’ est la mieux adaptCe, c’est-&-dire l’ensemble des 
fonctions 

satisfaisant B 1’Cquation: 
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ou, ce qui revient au mbme: 

Les fonctions $klm(r) sont justement vecteurs propres de I’opCrateur A(po)  con- 
struit B l’aide du potentiel Coulombien V(r) = - g/r, la condition de ‘quantification’ de 
1’Cnergie (6) Ctant remplacCe ici par la ‘quantification’ de la constante de couplage: 

Les entiers k, 1, m peuvent prendre les valeurs suivantes: 

( k  est reliC au nombre quantique principal n par la relation n = k + 1 + 1). 
Par la suite, l’indice p signifiera exclusivement un triplet d’indices ( k ,  1, m ) .  
Les fonctions J/&, quant B elles, ont une expression familikre: 

o i ~  les Ylm sont les harmoniques sphCriques normalisCes h 1’unitC (Edmonds 1957, p 21) 
et les L:’+* sont les polyn8mes de Laguerre gCnCralisCs (Magnus et al 1966, D 5.5). 

Le systkme des vecteurs $& est complet du fait de la nature spCcifique de 1’opCrateur 
A(po)  apparaissant dans 1’Cquation (12) et les constantes N k l  sont choisies ( h  un facteur 
de phase prbs) de telle sorte que le systbme en question soit orthonormC: 

) ( - I l k  k !  
Nki =-( &‘ r ( k  f 21 + 2 ) ( k  + 1 + 1) 

Autrement dit: 

On constate alors le fait remarquable: 

Ce qui implique une sorte de theorbme du Viriel pour les ‘Ctats Sturmiens’: 

Nous donnons en annexe 1 l’expression gCnCrale du produit scalaire ($&,, 
Revenant B notre motivation initiale, calculer les ClCments de matrice de l’opkrateur 

A( p o )  par rapport B la base particulikre ci-dessus revient B la dktermination, plus ou 
moins aisCe selon les cas, des ClCments de matrice de l’interaction V par rapport aux 
fonctions 9,. 
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En effet, une simple manipulation utilisant I’hermiticitC de l’optrateur ( p :  + P ~ ) * ’ ~  
montre que: 

5. Tests de la methode Sturmienne 

Le problbme de la ddtermination des Ctats liCs pour certains potentiels attractifs a dCjA 
CtC abordt selon une autre approche trbs analogue A celle qui vient d’etre prCsentCe. 
Nous y avons utilis6 le fait, remarquable en lui-m&me, que l’espace des 4 est isomorphe 
par une transformation de ‘Fourier-Fock’ sm A L2 (SU(2)) (Fock 1935, Gazeau 1978, 
non publike, Gazeau 1979). Les harmoniques hypersphhriques Ynlm(5), [E S 3  = 
SU(2), correspondent par cet isomorphisme aux fonctions &lm, k = il - 1 - 1, dCcrites 
dans le paragraphe prCcCdent. L’intCret d’utiliser la reprksentation L2 (SU(2)) rtside 
essentiellement dans la possibilitC de dCvoiler aiskment la structure algkbrique de 
I’opCrateur A(po)  en termes de thCorie des groupes: plus exactement, nous explicitons 
son correspondant SmA( p o ) S i :  agissant sur L2 (SU(2)) comme ‘superposition 
linCaire’ d’opkrateurs de reprksentation d’un certain groupe, ce qui est, en langage de 
mathkmaticiens, la manifestation d’une propriCtt de ‘complCtude’. 

Toutefois, nous renvoyons le lecteur intCressC aux publications de l’auteur et de ses 
collaborateurs citCes en rCfCrence. L’utilisateur dCsireux d’aller au plus press6 
numCriquement pourra exploiter certains rCsultats de ces divers travaux (oii A A( p o )  
correspond soit vK-l (Gazeau 1978, non publike, Gazeau 1979), soit vX (Gazeau et 
Maquet 1979), soit vA, (Dumont-Lepage et a1 1980)). 

C’est donc en suivant la voie Sturmienne que le potentiel de Yukawa - g e-”/r a 
CtC CtudiC par Gazeau et  Maquet (1979), et des rCsultats extremement prCcis (la 
convergence Ctant ici trbs rapide) ont CtC obtenus pour diffirentes valeurs du moment 
angulaire 1 et du parambtre type du problbme: K = mg/ph2. Dans un autre travail 
(Dumont -Lepage et a1 1980), les Cnergies des Ctats liCs dans des potentiels puissances 
inverses de r :  

V, ( I )  = - gr-“, a >0,  

ont CtC obtenues pour diffkrentes valeurs de 1, du parambtre K = 2mgh-’ et pour a 
variant dans le domaine de valeurs 0 < a < 2, domaine pour lequel V a la propriCtC 
R +L? (Simon 1971a). La convergence est trbs bonne dans l’intervalle O<a <: 
et de plus en plus lente lorsque a s’approche de la borne supCrieure 2, ce qui 
ntcessite l’emploi de mCthodes d’accC1Cration de la convergence (Brezinski 1977, 
ch 111). 

Par la suite (Dumont-Lepage et Gazeau 1979, non publike), les Cnergies des Ctats 
lits pour les potentiels 2 deux centres: 
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ont CtC CtudiCes en fonction de gl/gz et de la[, sans qu’il se pose de problbme particulier 
concernant la convergence. 

L’extension de la mtthode Sturmienne A des potentiels dont l’expression analytique 
est moins triviale peut rendre le calcul de 1’ClCment de matrice ( I , + p ,  Vq,,) dCduit de 
l’tquation (20) assez inextricable. Toutefois, la connaissance de ce dernier pour le 
potentiel de Yukawa e-pr/r (Gazeau et Maquet 1979) comme pour le ‘potentiel’ eikr/r 
(Gazeau 1978, non publike) permet de le calculer pour des potentiels dont l’original de 
Laplace ou la transformke de Fourier sont connus. 

6. Extension de la methode Sturmienne ii des potentiels qui ne possedent pas la 
proprikte R + LT 

6.1. Le cas limite ‘centrifuge’ rF2 

Supposms que l’interaction V ait le comportement suivant A l’origine: 

lim r2 V ( r )  = c ( V 4  (Po>. 
r - 0  

Nous poserons: 

1 ( 1 +  1) + 2mc/h2 = A ( A  + I) 

en imposant la condition: A > - pour tout 12 0, c’est-A-dire: 

c > - i (h2 /2m) .  (23) 

On peut alors montrer que I’opCrateur Sturmien modifit: 

A(p0; C )  = - (p~+p2+2mc/ r2 ) -1 /22m(  V -  c/r2)(pg + p 2 +  2mc/r2)-’/’ (24) 

reste compact si V - c / r 2  est dans R + LT. La technique d’approximation par opCra- 
teurs de rang fini est encore valide. Toutefois, pour qu’elle soit exCcutable en pratique, 
c’est-&-dire pour que l’on obtienne une relation analogue & l’tquation (20)’ il est 
nkcessaire de remplacer la base Coulombienne Sturmienne {&}= { + k l m }  par la 
suivante: 

A + ( r )  = (1 / JZ  P O ) (  p i  + p 2  + 2 mc/rz) ‘/’+A ( r ) ,  
0G: 

(25) A + 3 / 2  ,,A e-(po/h)r Z A  +1 
$A;@ ( r )  = N k A  (2pO/fi) Lk (2pOr/h)YIm(r*) 

ou NkA se dCduit de Nkl par le remplacement de 1 par A dans l’kquation (16). 
Remarquons aussi que pour des potentiels centraux, pour une valeur de (1, m) 

donnCe, les propriCtCs d’analyticitk en 1 des 61Cments de matrice (20) permettent de les 
prolonger naturellement dans le plan complexe (en remplaGant 1 par A )  en dehors des 
p6les A = - 5 ,  - 1, - 3, . . . . Toutefois, il faudra s’astreindre A conserver la compacitC de 
l’optrateur AA(p0) dont les ClCments de matrice sont: 

1 3 

(AA ( P o ) )  k k ’  = N k A N k ’ A  
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L’opCrateur A,(po) agit sur l’espace de Hilbert des fonctions de carrC integrable sur 
l’intervalle [0, +a?[ pour la mesure dp( r )  = r2 dr. 

6.2. Potentiels de confinement 

Supposons que le potentiel V ( r )  ait, en plus du comportement 3 l’origine (21) ,  le 
comportement suivant A l’infini: 

lim r-*V(r)=g>O, ye, cp, 
r++m 

pour un certain a > 0. 
Effectuons le changement de variable: 

r’ = r ( a + 2 ) / 2  

Alors, il est prouvC (Gazeau 1980) qu’il existe une transformation exprimant une 
certaine Cquivalence entre le problbme de 1’6valuation des valeurs propres E > 0 de 
1’Cquation de Schroedinger: 

( p 2 / 2 m  + ~ ( r )  - ~ ) + ( r )  = 0, 

( ~ ’ ~ / 2 m  + V’(r’)-E’)4’(r’) = 0 ,  

(29 )  

et la rksolution d’une Cquation de Schroedinger duale, en la variable r ‘=  ( r ’ ,  e, cp): 

(30 )  

o i ~  on impose A la ‘valeur propre’ E‘ < 0 d’Ctre Cgale A: 

E ’ =  - [ 2 / ( 2  +a)I2g. 

La nouvelle ‘fonction d’onde’ 4’ est dtfinie par: 

4 ( r ) .  $Q’) = [i(2 + a ) ] 1 / 2 r 1 - a / 2 ( 2 + a )  

Le nouveau ‘potentiel’ V’ est, quant B lui, dCfini par: 

oh C‘ est un opCrateur agissant sur la partie angulaire: 

L2 est I’opCrateur de Casimir du groupe 0 ( 3 ) ,  de vecteurs propres { Ylm} correspondant 
A la valeur propre - l ( l +  1). 

Introduisant les opCrateurs A2 et AI2 respectivement de valeurs propres - A (A + 1)  
et - A ’ ( A ’ +  1): 

A2 = L2 - 2mc/h2,  AI2 = L2 - 2mC’/fi2, 

on a la relation: 

(A” -a) = [ 2 / ( 2  + a)]’(A’ -d) 
ou encore: 

( A ’ + & )  = [ 2 / ( 2  + a)](A +&). 
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Le comportement de V’  8 l’origine et 8 l’infini: 

lim P V ‘ ( r ’ )  = c’, lim V’(r ’ )  = 0, 
r‘+O ,‘++a 

offre maintenant une possibilitC d’utiliser la technique Sturmienne. Si le potentiel V est 
de telle sorte que V ’ -  C’r’-’ posskde la propriCtC R + L: (en tant que fonction de r’) ,  et 
si le spectre de - A 2  est strictement minor6 par - s ( eA’>  -4)’ alors 1’opCrateur 
A ( p & ;  C‘), pb2/2m = [ 2 / ( 2 +  a)]’g, defini ci-dessous est compact. 

~ ( p b ,  c‘)= -(pb2 + ~ ’ ~ + 2 m ~ ’ / r ~ ~ ) - ~ ’ ~  

1 

~ ( p f  + p ’ 2 + 2 m ~ ‘ / r ’ 2 ) - ’ / 2 .  (37) 

I1 ne reste plus qu’8 mettre en route l’approximation de A ( p b ;  C’) par des 
opkrateurs de rang fini en Ctudiant la convergence des racines en E des Cquations 
sCculaires successives. La base utilisCe est Cvidemment l’ensemble des fonctions 
&,;klm(r’) du paragraphe prCcCdent (equation (25))’  de manibre 8 ce que la relation ( 2 0 )  
soit utilisable dans le’calcul des ClCments de matrice. 

A titre d’exemple, considirons le potentiel de confinement suivant (Quigg et  Rosner 
1979, Gazeau 1980): 

V ( r )  = gr* + cr-’. 

V’(r’) = - [ 2 / ( 2  +a)]2Erf-2u’(2+u)  + C’r’-2. 

(38) 

I1 lui correspond par la relation (33) le potentiel: 

(39) 

Pour a variant entre 0 et  So;), le nouvel exposant 2 a / ( a  +2) varie entre 0 et 2. Nous 
poserons 

s = 2 a / ( 2  + a )  - 2 = - 4 / ( 2  ’t- a ) ,  O < a < + C Q e - 2 < s < O .  

Pour une certaine valeur 1 du moment angulaire, c’est-8-dire 8 A fix6 par 1’Cquation 
(22)’ donc 8 A ’  fix6 par 1’Cquation ( 3 5 b ) ,  le q-ikme niveau d’knergie E , ( s ;  1) ,  d’une 
particule dans le potentiel de confinement V se dCduit de Yequation (26 ) :  

q4(s; A’) est la q-ibme valeur propre de la matrice numCrique %(s, A’) dont l’expression 
est donnCe en annexe 2 .  Cette matrice est compacte pour - 2 < s < 0 et  A ’ >  -;. 
L’approximation par des matrices finies permet d’en dCterminer les valeurs propres 
avec une prCcision arbitraire (Dumont-Lepage et a1 1980). 

7. Extension au problkme a plusieurs corps 

Nous allons prendre comme indication l’exemple le plus simple, celui du problbme aux 
valeurs propres de l’bnergie pour un systbme de deux particules interagissant entre elles 
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et avec un champ extirieur: 

( H  -E)$ = 0, ob: 

H =: (p:/2m1+ Vl(rJ) o 12 + 11 o (p32m2 + Vz(r2)) + ~12( r1 -  r d ,  

$ E L2(R6) = Ye1 0 Yez ,  %i = L2(R3) .  (41) 

lli dtsigne ici I’opCrateur identit4 sur Xi.  Posons: 

E=E1+E2 et Ei = -p&/2mi, i = I ,  2. 

La question qui se pose naturellement est la suivante: pour quelle classe de 
potentiels V1, V2, VIZ, est-il lCgitime d’aborder le problbme (41) via 1’Cquation 
suivante? 

avec: 
Ai(poi)= -(p:i +p:)-’”2miVj(p& + p i )  2 -1/2 . 

Ou, du moins, est-il de bon droit (cela serait dCjB d’une grande importance) 
d’kffectuer la dktermination du spectre discret de H via 1’Ctude de la convergence des 
racines en pol, poz ,  de la suite d’Cquations stculaires ci dessous? 

{+&z} Ctant la base Coulombienne Sturmienne du § 4 et 9, une projection dans un 
secteur de l’espace engendrC par les fonctions de base 0 +tLz}p,sf, correspondant B 
une Cventuelle symktrie (+ adaptCe au problbme physique sousjacent (symttrie 
d’Cchange en particulier). 

A l’ividence, I’opCrateur 6(pol ,  p o z )  n’est pas compact. Nous devons nous attendre 
A ce qu’il soit toutefois born6 pour des interactions VI, VZ, V12 ‘raisonnables 
physiquement’. C’est le cas, par exemple, lorsque ces potentiels satisfont B la condition, 
R +La (Simon 1971a, ch 11). 

D’autre part, et c’est la diffCrence essentielle avec le problbme pour une particule, 
les Cquations (43) conduisent ginkralement B des courbes dans le plan (pol, poz ) .  Aussi 
est-il nicessaire d’adjoindre la condition supplCmentaire B chaque ordre f d’approxi- 
mation: 

dpo/doo= 0 ,  0 < 0 0 < ~ / 2 .  (44) 
po, Bo sont les coordonnCes polaires du couple ( p o l / J % ,  p o z / J Z ) .  
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La condition (44), associCe h 1’Cquation (43), donne les valeurs optimales de 
l’tnergie E = - pg B l’approximation considCrCe. 

A titre d’exemple, considCrons le cas le plus simple qui puisse se prCsenter, l’atome 
d’HClium trait6 B la premibre approximation par des matrices de rang fini. I1 s’agit 
d’annuler le premier t l tment  de matrice de I’opCrateur 6( pol, p02), pour 

vi = -2r:’ I ,  v12 = /rl  - r21-’ 

et m l  = m2 = Ft = 1 (unitCS atomiques). 

= (1 -‘)+ + (1 -+ + ( (Pol+Poz~~+PolP~2) = 0, 
pol Po2 Po2 pol Po1po2(po1 +PO21 (45) 

La solution symCtrique ( X  = pol = pO2) est la seule pour laquelle la condition (44) est 
satisfaite. On obtient: 

x=27- 16 - 1.6875. 

I1 lui correspond 1’Cnergie: 

E = -iX2 = - 2.8476. 

La valeur ci-dessus reprCsente une trks bonne approximation de 1’Cnergie de 1’Ctat 
fondamental de l’HClium, qui se situe entre - 2.90374 et - 2.90372 (Weinstein et 
Stenger 1972, p 104). 

En fait, elle fut dCjB mise en Cvidence par le biais de mCthodes purement variation- 
nelles (Bethe et Salpeter 1957, p 149, Lowdin et Shull 1956, Holprien 1956). 

Pour traiter les approximations suivantes, ces derniers auteurs employaient un 
ensemble complet de fonctions trbs apparent6 9 celui que nous proposons ici, toutefois 
mal adapt6 pour deux raisons. Les polynbmes de Laguerre LT mis en jeu Ctaient ceux 
pour lesquels a =21+2 et non 21+1, ce qui Ccarte d’emblCe la proprittC d’ortho- 
gonalitC (17) qui est pour nous essentielle. De  plus, leur parambtre 77 (‘constante 
d’kchelle’), jouant le r61e de nos variables pol et pO2, Ctait le m$me pour chaque 
particule, ce qui est une considCrable restriction par rapport B la libertC que nous avons 
de rechercher les solutions dans le plan (pol, poz) d’un couple d’kquations alge‘briques et 
la possibilitC d’interprkter physiquement chacune des composantes pol et pO2 pour une 
solution donnCe. 

L’auteur, en collaboration avec A Maquet, espbre prCsenter trbs prochainement des 
risultats plus complets venant Ctayer une mCthode qui s’avbre d’ores et dCjA fort 
prometteuse dans le traitement de problbmes de spectroscopie atomique et molbcu- 
laire, trbs classiques certes, mais oii il est toujours d’actualitt d’avoir par exemple B sa 
disposition des solutions analytiques approchCes. Or, c’est tout B l’avantage de la 
mtthode Sturmienne de les faire apparaitre naturellement. 

Si l’on considbre enfin 1’Ctendue du champ d’application d’une telle mCthode, il est 
permis de se demander si elle n’est qu’une technique numkrique de plus, B ajouter B un 
mathriel deja trbs sophistiqut et, dans des cas prCcis, souvent plus efficace, ou bien si elle 
n’est pas encore une manifestation du caractbre fondamental en Physique du potentiel 
Coulombien. 
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Annexe 1. Produit scalaire ( t,bp,, JI,) 

De mtme, l'expression du produit scalaire (+,+ +#, +A;p) oh 
(25 ) ,  se dtduit de l'expression prCcCdente par la simple substitution: 

est dtfinie par 1'Cquation 

Annexe 2. Matrice 8(s; A )  

Les ClCments de cette matrice sont dCfinis par: 

11s ont pour expression: 

k ,  = "'(k, k') ,  (a), = r(a + n ) / r ( a ) .  inf 
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